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PREFAZIONE 



Nelle questioni di Analisi, che per loro natura non sono collegate 
colla scelta delle variabili indipendenti, io mi valgo da molto tempo 
di uno strumento, che chiamo Calcolo Differenziale assoluto, il quale * ' 

conduce a formule ed equazioni, che si presentano sempre sotto la 
identica forma per qualunque sistema di variabili. — Eliminati da tali 
questioni gli elementi ad esse estranei rappresentati dalle variabili indi- 
pendenti, quando queste non siano lasciate affatto arbitrarie, i metodi 
di ricerca assumono una notevole uniformità e spontaneità ed i risul- 
tati una simmetria tutta loro propria, mentre, grazie anche ad un op- 
portuno sistema di notazioni, la stessa generalità va a vantaggio, anzi 
che a scapito, della semplicità ed evidenza delle formole e della rapi- 
dità delle deduzioni. E ciò è naturale, dacché, se le vie indirette e gli 
spedienti faticosamente pensati volta per volta fanno fede dell' acume 
di chi li additò, danno in pari tempo a vedere che la scienza non ha 
ancora trovata la via maestra, che conduce alla meta ; la quale via, 
una volta scoperta, risulta sempre facile e piana ed apre alla vista > 

nuovi e più larghi orizzonti. jjj 

Le applicazioni geometriche del Calcolo Differenziale hanno recen- 
temente assunto un tale sviluppo da costituire da sole un vastissimo 
dominio scientifico; ma la varietà dei metodi e la moltiplicità degli 
spedienti e dei soccorsi esterni, a cui i geometri ricorrono nel trattare 
le diverse questioni ad esso pertinenti, non permettono di riguardarlo 
come definitivamente ordinato e separato dai limitrofi con ben deter- 
minati confini. — Nelle belle Lezioni di Geometria Differenziale del 
Prof. Bianchi, come già negli scritti del Weingarten, del Knoblauch 
e di altri geometri tedeschi, le proprietà delle superficie vengono op- 
portunatamente raggruppate intorno alle note due forme fondamentali, 
e le notazioni del Calcolo Differenziale assoluto sono qua e là intro- 
dotte con vantaggio; ma, mentre ciò dimostra esistere un intimo nesso 
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tra queste e le ricerche, cui si riferiscono, un tale nesso non è posto 
sufficientemente in luce perchè lo strumento analitico, da cui naturalmente 
ha rilievo, viene lasciato in disparte. — Perciò i teoremi non si pre- 
sentano nel loro ordine naturale, ma in modo che riesce difficile ren- 
dersi conto della loro genesi e delle essenziali reciproche dipendenze. — 
La stessa opera classica del Darboux, mentre è oramai guida indispen- 
sabile a chi voglia provarsi in questi studi, per la moltiplicità delle 
cognizioni, che essa presuppone in campi non strettamente affini a 
quelli della Analisi e della Geometria, e per le digressioni, a cui l'Au- 
tore è di frequente costretto, sembra mettere in maggiore evidenza la 
opportunità che la Geometria infinitesimale costituita in unità organica 
proceda oramai per vie sue proprie. Questo bisogno fu pure sentito 
dal Professor Cksa.ro, che nelle sue Lesioni di Geometria intrinseca 
di recente pubblicazione raggiunse con tanta semplicità di mezzi il 
fine propostosi di raccogliere e coordinare le formole fondamentali 
per l' Analisi intrinseca degli enti geometrici..,, e dì stabilire e proporre 
una segnatura uniforme ed espressiva, che permetta di svolgere i cal- 
coli con elegante agilità. — ■ Però, se non mi inganno, i metodi qui 
seguiti, oltre che si possono estendere a rami svariatissimi della Ana- 
lisi pura ed applicata, in questo stesso della Geometria Differenziale 
appaiono più fecondi ; e in ogni modo il programma da me svolto è 
molto diverso da quello, che 1* egregio collega dell' Università di Na- 
poli si propose. 

Ho adottato il titolo, che si legge in capo a questo libro, mal- 
grado che esso possa procurarmi la taccia di presunzione per la sua 
identicità con qnello delle classiche Lezioni del Darboux, perchè era 
il solo che corrispondesse esattamente al suo contenuto. Se il tempo e 
l' accoglienza riservata a questo me lo consentiranno, io potrò svol- 
gere in altro volume la Teoria dello spazio euclideo a tre dimensioni, 
nella 'quale troverà naturalmeute posto lo studio dei sistemi di linee e 
di superficie in esso tracciate ; e la estensione della teoria stessa agli 
iperspazi, della quale ho già esposti in un recente lavoro i risultati 
fondamentali (1). — Io pubblico ora con pochi ulteriori sviluppi ed 
aggiunte le Lezioni, da ine tenute per due anni nella Università di 
Padova, nelle quali ho svolta soltanto la teoria delle superficie consi- 
derate in sé stesse e dei sistemi di linee sopra di esse tracciate. — 
E neppure ho la pretesa di avere esaurito questo tema per sé solo 



(I) Dei sistemi di congruente ortogonali in una varietà qualunque. — Reale Accademia 
Memorie della Classa di Sciente fìsiche, matematiche e naturali ; N*rie, 5,* Voi, II. 9 
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vastissimo ; ma spero il Lettore sia per riconoscere che con altri me- 
todi non sarebbe stato possibile condensare in cosi piccola mole la 
trattazione di tanti e così vari argomenti ; tra cui, per esempio, quello 
delle superficie di 2°. grado che, per quanto so, viene per la prima 
volta trattato ex-professo. 

L' abitudine ai concetti della Geometria Analitica fa si che un 
qualunque ente geometrico non si consideri come noto, finché non se 
ne conoscano le equazioni in termini finiti ; ma questo modo di rappresen- 
tazione non è né il solo, né il piti opportuno, quando si tratti di studiare 
l'ente geometrico in sé stesso senza porlo in relazione con altri. — 
Se per esso 1' ente rappresentato risulta ben definito, data la sua rap- 
presentazione analitica, di queste in vece per uno stesso ente ve ne ha 
un numero infinito, che si equivalgono perfettamente ; ed anche in questo 
caso la indeterminatezza è a danno della eleganza e della concisione. — 
Se però col sussidio del Calcolo Differenziale si eliminano le costanti o le 
funzioni arbitrarie, che rappresentano questa indeterminazione, si otten- 
gono delle nuove rappresentazioni, tali, che vi ha corrispondenza univoca 
tra esse e gli enti geometrici rappresentati — Per esempio se si tratta 
di un sistema semplicemente infinito {congruenza) di linee tracciate sopra 
una superficie, alla equazione in termini finiti, che contiene una fun- 
zione arbitraria, si sostituisce opportunamente la equazione a derivate 
parziali, di cui quella funzione rappresenta l' integrale generale. — 
Questi metodi di rappresentazione non sono certamente nuovi nella 
Geometria infinitesimale, dacché sono stati qua e là applicati con 
successo ; ma, come si vedrà, essi sono intimamente connessi coi me- 
todi di Calcolo Differenziale assoluto, pei quali assumono una impor- 
tanza predominante. — Per questa ragione essi vengono continuamente 
preferiti in queste Lezioni. 

La Introduzione contiene una esposizione, che ho cercato di ren- 
dere il più possibile semplice e piana, dei metodi di calcolo più volte 
ricordati ed un breve studio sulle quadriche differenziali in generale ed 
in particolare sulle binarie. — La novità e generalità dei metodi stessi e 
delle notazioni esigeranno forse dal Lettore qualche sforzo per acqui- 
stare con essi una tale famigliarità, che gli permetta poi di servirsene 
correntemente ; ma, superate queste difficoltà più di forma che di sostanza, 
la via alle applicazioni geometriche gli si aprirà poi davanti facile e 
piana. Quanto alla scelta, alla ripartizione ed all' ordine, secondo il 
quale i diversi argomenti sono stati distribuiti, il Lettore potrà farsene 
un concetto adeguato dall' indice sommario, che segue. Mi basterà qui 
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il rilevare la assoluta separazione raggiunta tra le due Parti essenzial- 
mente distinte della teoria delle superficie, secondo che queste si ri^ 
guardano come veli flessibili ed inestendibili, ovvero come dotate di 
forma rigida determinata ; alle quali corrispondono le due Parti, in cui 
le lezioni sono state divise : e che in alcuni capitoli della Seconda parte 
ho preso norma dalle ricordate Lezioni del Bianchi, sostituendo sol- 
tanto le sue dimostrazioni con altre più conformi ai concetti generali, 
che dominano in questo libro. 
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sulle superficie di 2°. grado. - Integrazione della equazione delle geode- 
tiche, - Superficie di 2°. grado sviluppabili. - Determinazione delle linee di 
curvatura e delle curvature principali per una superficie di 2°. grado non 
sviluppabile, data una espressione del suo elemento lineare - Condizioni 
necessarie e sufficienti perchè una forma fondamentale rappresenti il qua- 
drato dell' elemento lineare di una superficie di 2.° grado - Determina- 
zione delle superficie di 2°. grado, il cui elemento lineare ha una espres- 
sione data. - Superficie di 2°. grado di rotazione. 

CAPITOLO SETTIMO 

Della applicabilità delle superficie. » 385 

Primo problema della applicabilità in generale, ed in particolare per le su- 
perficie a curvatura costante e per quelle applicabili sopra superficie di 
rotazione. - Secondo problema della applicabilità. * Equazione di Raffy. - 
Equazione, cui debbono soddisfare le coordinate cartesiane ortogonali dei 
punti della superficie cercata. - Metodo ed equazione fondamentale di 
Weingarten. 
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the Library on or before the last date 
stamped below. 

A fine of Ave cents a day is incurred 
by retaining it beyond the speoifled 
timo. 
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